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Rkum&Le modkle analytique dtvelop@ dans la partie 1, lx& SLIT la technique des transfo~ations 
intkgrales et SW le for~lisme des matrices de transfert, est etendu aux problkmes de diffusion thermique 
non-stationnaire dans plusieurs plaques multicouches formant une enceinte oii se produisent des &changes 
couples par conduction. convection et rayonnement. Cette extension ixige. outre la stationnaritk dcs 
coefficients, la lirkaritk et la rkiprocitk des transferts thermiques. Pour le calcul des valeurs propres 
du problkme singulier de Sturm-Liouville associt- au probkme homogkne aux limites kultant de la 
dkomposition du problkne original. on montre que la prockdure dtcrite dans la partie I est extensible au 

cas consid&? ici. 

1. INTRODUCTION 

0~ IkTUDIE la diffusion thermique non-stationnaire 
dans des parois multicouches planes d’enceintes. 
telles, par exemple. celles des bltiments et de fours 
de traitement thermique. D’un man&e g&n&ale, ti 
I’intkieur de ces enceintes, se produisent des &changes 
couplb par conduction, convection et rayonnement. 

Dans le cas des bltiments, seul le mode de fonction- 
nement en “rkgulation parfaite” pour Iaquelle la tem- 
pkature de I’air 1 I’intkrieur d’un local est une fonc- 

tion connue du temps est considCrPe ici ; la puissance 
de chaul%ge est alors inconnue. Cette puissance, ainsi 
quc les Cnergies mises en jcu pourront Ctre calculkes 
en fonction dcs so&citations externes, des conditions 
internes et de la constitution des parois. L’air du local 
cst supposk ~rfaitement t~nsparent vis-;i-vis du 
r~lyonnement thermique. L’khange de chaleur entre 

chaquc face interne d’une paroi et I’air ambiant du 
local se fait par convection. Par contre les &changes 
thermiques cntre pdrois se font par rayonnement. 

Dans le cas dcs fours, la montke en tempkrature de 
la source de chaleur pew t%tre Iibre ou programmke. 
L’Cvolution de cette tempkrature doit ktre connue en 
fonction du tcmps et exploitable sous forme analy- 
tique. On pourra de mEme alors dkterminer la puiss- 
ance installt-e dans ces fours et Ies 6nergies mists en 
jeu en fonction de la nature des mattriaux composites 
constituant les parois. Vue la tem~rature de fonction- 
nement de fours klectriques [I], les &changes ther- 
miques internes se font essentiellement par rayon- 
nemcnt entre Ies faces internes des parois et entre ces 
faces et la source de chaieur. 

-- 
+ Aussi : Universitt? Paris 6, UFR 23, Tour 66. 75252 Paris 

Cedex 05. France. 

Parmi les mithodes les plus utilikes pour I’Ctude 

de I’kolution thermique en regime non-stationnaire 

dans les biitiments, on peut titer la mkthode des 
diffkrences finies dans laquelie on integre i’kquation de 
conduction thermique par discrktisation spatiale et 
temporelle, des mkthodes t&s simplifikes bakes sur 
Ic calcul de quelques constantes de temps pour carac- 
t&riser un bdtiment et la mkthode des facteurs de pon- 

d&ration qui donne des rkponses en quelques points 
de la structure thermique grlce $ un produit de con- 
volution dcs sollicitations. Cependant. ccs mkthodcs 
peuvent etre Iourdes en temps calcul comme il a ktk 
montri: dans les rifirences [24] oti les autcurs Ies ont 
comparkes B la mkthode modale. Celle-ci ne nkessite 
pas Ia r&solution cornpEte du probEme, mais fait 
appel & un nombre d’~quations simples et de para- 
m&res pour dkrire un systemc thermique oi inter- 
Gent le couplage de ces trois modes de transfert. 

Dans une publication rkcente [5], est utilisi une 

mk.thode analytique bake sur la mkthode de skparation 

des variables pour le traitement du probEme de diffu- 
sion thermique non-stationnaire dans des parois 
multicouches IinCairement coup16es entre-elks. Dans 
ce travail, on gi-nkalise I’Ctude prksentke dans la r&f- 
krence [5] en considkrant que Ies conditions aux limites 
sur fes faces externes et internes de I’cnceintc sont 
instationnaires; I’existence iventuelle des rksistances 
thern~iques interfaciales et des densitks volumiyues de 
chaicur fonctions de l’espace et du temps. est prise 
en compte. Par ailleurs, on montre que Ie modklc 
analytique dtvelopp4 dam la rX&cnce 161, pour le cas 
d’une paroi multicouche unique et qui est bask sur 
l’usage du formalisme des matrices de transfert et la 
technique de la transformation inttgrale fink, peut 
Etre &endu au problkme de plusieurs parois planes 
multiplement coupkes. On montre tgalement com- 
ment une extension de la prockdure d&eIoppCe pour 
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NOMENCLATURE 

(4, diffusivite thermique dc la @me couchc CZ’(,(.\-,,) fonction dctinie dans l’equation ( 1 I‘) 
dc la paroi i .A-:,. (.Y,,) coordonncc d’espace (reduitc), 

8, effusiviti- thermique de la ,jemc couchc de II, I 
.\-,, = b,,: c, I )(u I I :(I,, ‘)’ ? 

la paroi i X,,, (.I-,,) /&me fonction propre dans la 

C’,, chalcur massique de la ,jeme couche de la couchc ,j de la paroi i 
paroi i _I’,> (I) fonction definic par l’equation (7~) 

C,(f) fonction, equation (7a) : paramctrc, Section 6. 
e:,, (c,,) epaisseur (reduitc). de la ,jcmc 

couche de la paroi i. Symboles grecs 

(‘ii = (($:‘P’, , )((I’, , ,‘N:,) ’ J (r), (p) deux sowsystemes, Section 6 
F,,, (x,,) densite dc flux associee d unc I#, effusivite thermique reduite de la jeme 

fonction propre couche de la paroi i, h:,/h’, , 

Yh fonction definie par I’equation (7f) [Kvl matrice diagonale d’ordre N, 
h’, (II) conductance surfacique (reduite). equation (5k) 

II = h',iH' [r,,( p. c,,)] matrice dc transfert d’ordre 2 de 
H' .' ' /. I I ,*I(' I / la couche .j appartenant a la paroi i, 

MP*) nombre total dc valeurs propres. equation (5d) 
equation (Xh) [rj c I matrice diagonale d’ordre N, 

I,,,(~L*) nombre total de valeurs propres equation (5j) 
quand tomes lcs parois sent decouplees. (I,,(.r, /) temperature reduitc, solution du 

equation (t(i) probleme homogene aux limitcs 
1(,*(~*) nombre total de valeurs propres des & (0) transformation integrale de la condition 

II, couches decouplees des N parois. initiale, detinie par I’equation (7f) 
equation (8j) 0; (t) transformation intigrale de la 

n, nombrc total de couches de temperature definie par l’equation (7h) 
la paroi i ,I 

‘.i, conductivitc thermique de la j&me couchc 

Nk norme dtfinie par l’equation (6~) de la paroi i 
p:,, (p!,) source volumique de chaleur I(. 1~~ paramctrc valeur propre et k&me valcur 

(reduitc), p,, = p:,r’,ficr’, ,p:,c:,AT propre rcspectivcmcnl 

R(P) rapport entre deux equations aux :,,,(P). v~,,,(P), xJ. (P). C,,,(P) coefficients de 
valeurs propres, Section 6 

OR,,) nombre de signes negatifs des 
rapports R(/c), equation (1 la) 

S,,(.X,,, t) temperature pour le problemc 
pseudo-stationnairc 

t’. (t) temps reel (reduit). f = t’cl’, ,;e’,‘, 
T:,, (T,,) temperature (reduitc) dans la 

couche j de la paroi i, 
T,, = (T;,- T;,)iAT’. AT’: &art de 
temperature 

T,,,(t) temperature du milieu environnant la 
face extcrne de la paroi i 

Th temperature de reference 
V,,(_Y,,) t’onction definic dans l’iquation (3f) 

la matrice globale de transfert. 

relation (5g) 

l’!, masse volumiyue dc la couchc j 
appartenant a la paroi i 

(p),. 4,, densitts de flux reduites dcs 
problcmes respectivement original et 
homogene aux limites 

(0(/l)) fonction definie par l’equation (5n). 

Indices 
i indicedeparoii.i= l,...,N 

:: 
indicc de couche,j,,j = I, 2.. , II 
indice de valeur propre et de fonction 

propre correspondante. X- = 1.2.. 

le calcul des valeurs propres est possible dans le cas nement sont lineaires. En outrc, on suppose quc 
consider-e ici. l’ecoulement de la chaleur est normale aux parois 

(probleme unidirectionnel). Chaque paroi i cst con- 

2. FORMULATION DU PROBLEME TRAITE 
stituee de II, couches comme lc montre la Fig. I L’ori- 
gine des coordonnees d’espace est variable et est Iii-e 

Le probleme qu’on se propose d’etudier est celui de a chaque couche j. Cclle-ci. d’epaisseur P:, est homo- 
la diffusion thermique non-stationnaire a travers N gene et isotrope et scs proprietes thcrmophysiques /I:,, 
parois multicouches plants d’enceintes. On consider-e c:, et ?_:, sont constantes. Les resistances thermiques 
que lcs equations traduisant les trois modes de trans- intcrfaciales l/h:, (/I:, Ctant la conductance de contact 
fcrt couples par conduction, convection et rayon- a l’interface _u:, = e:,. i = 1. . .V, j = I. . (n- 1)) 
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FIG. 1. Modele de N parois multicouches coupkes entre elles. 

et les den&&s volumiques de chaleur p:,(xi,, t’) sont 
prises en compte. L’khange de chaleur entre la face 
externe de la paroi i et du milieu environnant ri 

tempkraturc T:,,(t’) se fait par l’intermkdiaire d’un 
coefficient constant h:,,. Quant aux &changes de chaleur 
ri I’intCrieur de I’enceinte, ils se font d’une part suivant 

une loi linkaire d’kchange avec la source g temperature 
Ti(t’) (coeflicient hb), d’autre part, selon un kchange 
IinCairc entre parois (rayonnement IinCarisk, co- 
efficient 11x, i # k). L’Cquation de continuitk de flux 
de chaleur, issue de la loi de conservation de I’irnergie, 

permet d’ktablir un lien entre les kquations de transfert 
thermique : conduction dans les parois solides, rayon- 
nement IinkarisC entre parois et convection entre 
parois et fluide. C’est ce lien qui constitue le problkme 

coupk ci-dessous mis en kquations. Enfin, le champ 
de tempkrature dans chaque paroi i I’instant initial 

est T:,(.u:,. 0) = IV:,($), pour 0 < xi, < e:,, i = 1, , 
N,j= I ,.... n,. Comme dans [6], l’introduction des 
grandeurs adimensionnelles : 

T,, = (T;, - T;,)/AT’, t = %if t’, 

permet une simplification de I’Ccriture des kquations 

Tii (t’ 1 

traduisant le transfert thermique dans I’ensemble des 

parois couplkes. Ainsi, le champs transitoire de tem- 
pkrature T,,(x+ t) dans la couche j appartenant i la 
paroi i est gouvernk par I’kquation adimensionnelle 
de conduction : 

%’ (x,,,t) = V*~,(x,,,t)+p,,(x,,, t) 
i;t ” 

t>O, O<x,,<e,,, i=l,..., N. j=l,..., n,. 

(la) 

A l’kquation indkfinie (la), sont associkes les con- 
ditions 

cp,,(.ui,,t) = h,,[T,,(t)-T,,(.~,,,t)l (lb) 

sur les faces externes de !‘enceinte en x,, = 0, 

i= 1 , . . , N, t > 0, et 

q,,(e,,, 0 = (P,,+ I (0, t) (ICI 

T,,(e,,> t) = T,,+ I (0, t) + cp,,(e,, tM, (14 

t > 0, i= I,..., N, ,j= l,..., (y-l) 

aux limites interfaciales entre les couches,j et j-t 1 de 
la paroi i, ainsi que 
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en.\-,,, = (I,,,. i = I.. . X. pour / > 0 (Ic) 1 I 

sur les faces internes dc I’enceinte oti il cst supposk 
que les &changes coupks par conduction. conwction 
et rayonnement d I’intC-rieur dc ccttc cnccintc restent 
linkaires durant l’&olution thermiquc. Dans les tqua- 
tions (1 b)-( I e), la densiti- de flux cst d&fink pa’ 

‘P,,(.& 1) = -p<,vr,,(.\-,,. t) 

A, = /i”’ (effusivik thermique ri-duite) 
I I 

et les coefficients 11 dans les L;quations (I b). (Id) et 

(Ic) sont rkduits par rapport ri H' : 
17’ 

., 
11 = 

H' 
oh ff’ = I.; / 

1’ I I 

La condition initiale est 

r,,(.T,,.()) = U’,,(.u,,) 

t = 0. 0 < I,, < e,,. i= I . . . . . !V. ;= I . . . . . I?,. 

(If) 

Pour des valcurs particulikes du paramke /I,,, 

(k,, + m ou k,, = 0), on obtient I partir de I’kquation 

(I b) des conditions de premikre ou dc deuxi&e espkce 
sur les faces extcrnes de I’cnceintc. Le cas spkial oti la 
r&stance thermique interfaciale l;‘/l,, cst nullc cntre 

couches,j et ,j+ 1 c’est j dire quand Iz,, + X, kquation 
(Id). se rkduit 1 une continuitk dc tempt-rature 

T,,(c~,,. 0 = T,, + , (0. 0 

t > 0. i = I . A’. j= I.. ..,(/I,-I). (lg) 

3. DECOMPOSITION DU PROBLEME 

ORIGINAL 

Comme pour le cas d’unc paroi unique multi- 
ticouches et pour les mt%mes raisons ivoqukes dans la 
r&f&-ence [6] (kiter Its phinomknes de Gibbs aux 
endroits des discontinuitks), on d&compose le prob- 

lime original, iquations (I), on dcux: I’un pseudo- 
stationnaire et aux limites non-homogtincs en 
S,,(s,,, t), I’autre non-stationnaire homogL:nc aux 
limites en O,,(s,,. t). soit : 

T>,(_Y,,. t) = S,,(x,,, t) + (I,,(.\-,,, 0. (2) 

La solution du probli-me de conduction thermique 
en rkgime pseudo-stationnaire est ktabli en annexc: 
I’introduction de la relation (2) dans les equations (I) 
permet d’obtenir les kquations du probl&me homo- 
gine aux limites ci-dessous. Ainsi, I’kquation (la) 
prend la forme 

’ O,,f.\_,,. I) = V~O,,f.t-,,.o-i-/‘:,(.\.,,. 0 ~ I, .S,,(.t,:. /I 
il 

/ :> 0. 0 c .t,, < c,,. i = I 1 !I. j : I. . fi, 

(32) 

sachant quc 

V’S,,(X,,, 1) = 0. 

Lcs conditions aux limites externes (I b) s‘i-crivcnt : 

c’,, , (_v, , . I) = - h,,,O, , (.\,I . I) 

.y, I = 0. i = I.. _. . N pour I > 0. (3b) 

Les conditions aux limites interfaciales, t-quations ( ic) 
ct (Id) devienncnt : 

4,,(C$,. I) = 9,, L ,(O. 0 (3c) 

O,,(r,,. t) = (I,, / I@. f) + $,,(c,,, fJ:‘h,, (3d) 

t > 0, i= I.. . ..N. j= I .._., (H-l). 

Les conditions sur les facts internes dcs parois de 

I’enceinte, kquation (Ie), prenncnl la formc : 

A,,(.L. 0 = h(),,,,(.L,,, f) 

t > 0, x,,, = C’,,,,. i = I . . A’. (3c) 

Dans les tquations (3b)--(.ie), on a posC: 

9,,(.\-,,.t) = -/I,,VII,,(.$. f). 

@ant ii la condition initiale (If). ellc se transformc 
cn 

O,,(.u,,.O) = V,,(s,,) = W,,(.u,,)-S,,(.u,,.O) 

f = 0. 0 < .y,, < c,,,. i = I 1 3, i = I, , n,. 

(3f) 

Lc cas particulier oli lz,, + 8~. kquation (3e), SC ri‘duit 

a 

f > 0. i = I.. 1 IV. j = I.. (II, - I ). (3g) 

Comme dans [6], la solution du problkmc homo- 
g&e aux limites s’obtenant ii I’aide de la tcchniquc de 
la transformation intkgrale finie passe par celle du 
probkme aux valeurs propres associk. Celui-ci est 
ditfini par le systZmc d’kquations diflkentielles du 
second ordre 

1 , 
v-x,,(I',.\-~,)+I'-‘Y,,(I'..~,,) = 0 

0 < _Y,, < vi,. i = I, . A’. i = I. . II, (4a) 

auquel sent associkes Its conditions suivantes : 

E;,(,M.Y,,) = -lI,,,X,,(p_t-i,). .Y,, =O. i= I..... N 

(4b) 

sur les faces externes des parois 



aux limites interl’aciales entre les couches ,j et j-k I de avec 

la paroi i, et 

sur les faces intcrnes des parois de I’enceinte. Dans les , , . 
kquations (4b)-(4e), F;,(,u, xi,) est dkfini par ym esr ia matrIce de transfert relative ri la couchej de 

la paroi i. 

fi,l,(F “Xi,) = -P,;VX,,(I*, &,). L’tcriture des conditions interfaciales, tquations 

Pour alltger I’Ccriture, il est intk-essant de mettre 
{4c) et (4d)+ sous une forme matrisielle. se ri?duit i 

(4e) sous une forme matricielle : 

oii [F,] et [X,] sont des matrices colonnes $ N lignes i= l,...,N, 

avcc les termes gknkraux F+,,(,u, r,,,,) pour la premikre oh 
et X,,,,(p, e,J pour la dernikre ; [FIN] que nous appelons 
matrice de coupiage entre parois est une matrice car& 
dont Ic tcrme gtnkal diagonal est R,] = 

et les termed non-diagonaux v&lent -h, (i # 1). 
Four la r&solution de ce probltme aux valeurs 

propres avec couplage, on va utiliser Ir: formalisme 
des matrices de transfert. 

4, SOLUTION DU PROBLEME AUX VALEURS 

PROPRES 

La solution de ce problZme s’obtient en dttermi- 
nant I’trquation aux valeurs propres et Ies fonctions 
propres. 

Les fonctions X&,.Q) qui rkolvent le syst&me 
d’equations difffrentielks (4a) ont la m2me forme que 
celie obtenue pour une paroi multicouches (cas du 
problime plan, in = 0, dans [6]) avec un indice sup- 
plkmcntaire relatif ii la paroi, soit : 

0 -c xi, < eii, i = Iv. . I , N, .j = 1, f. , ,tzi. (5a) 

De m@me les F,,( p, xi,) prennent la forme 

F,,(&&,) = &Q&O) cos (/t.?$) 

-t-~8~,x;j(II~ 0) sin (FY,,) I5b) 

dans laquelle ,I’& 0) et F&a 0) sont des constantcs 
d dtterminer plus loin. Pour x,, = e,,, les kquations 
(5a) et (5b) se rtduisant ri : 

et, compte tenu de (SC) et (Se), on obtient 

i= l,...,N (5f) 

06, par convention, [RjO] est une matrice uniti! et I’sn 
pose 

Les kltments de cette matrice globale de transfert rela- 
tive d la paroi i se calculent sans difliculti: par r&r- 
rence (kquations (6e)-(6h) de [6]). 

A I’aide dcs conditions aux limitcs sur les faces 
externes des parois, Cquation (4b), la double kquation 
(Sf) s’icrit : 

F;,,,(K e,,,) = [L,(M -kl,xi,r,(~)l~~~ (h 0). (W 

La relation (5i) permet de ramener la condition aux 
limites sur chaque face externe $ la face interne de 
chaque paroi. En notation matricielle, cette relation 
devient : 

lFnl = I~,lLX,l (W 

otTi [S,] est une matrice diagonale d’ordre N et [X,] 
est une matrice colonne $ N lignes. 

A I’aide de la relation (5h) Ccrite en notation matri- 
cielle 



oti [y V] est unc matricc diagonale. Ic systi-mc d’Cqua- 
lions (4f) cievient : 

F-,1 = W,lb\l[X,l. (51) 

En retranchant membrc d mcmbrc (5j) ct (51). on 

obticnt : 

(Q,.(,O)[X,I = WI (5111) 

(C(P)) = ([H,.l[;3,,l-[~j\l). (5n) 

Clairement, le systbmc d’i-quations (5m) admet une 
solution non triviale si et seulement si 

dct (Q,(,l)) = 0. (50) 

Les vaieurs propres du probl&mc singulier dc 
Sturm~~Liouvllle, dkfini par Its bquations (4). sont les 

valeurs /la pour lesquelles det (R,,(lc)) = 0. L.&qua- 
tion (50) cst unc L:quation transcendante qui a un 
nombre infini de racincs positives. La recherche de ccs 
racincs qui nc peut Etre obtenue que num&-iquement, 
est dans doute I.&tape la plus d&ate dc la r&solution. 

Notons que, plus le nombrc de parois augmente. plus 
le risque d’accumulation des valcurs proprcs autom 
d’un ou de plusieurs points croit et surtout s‘il cxistc 
des parois identiques. Dans ccs conditions. Its 
methodes numiiriques convcntionnclles n’Ccartcnt pas 

le danger d’oubi de valcurs proprcs aux tours de leur 
calcul. Pour cela, unc tcchniquc fiable pour Ic calcul 
dc ccs valeurs propres sera proposL:e plus loin. 

L’&quation aux valeurs propres Clan1 maintenant 
connue, on pcut calculcr Its fonctionr propres 
X,,(/1,\. .I-) not&s XJ,,, (.v). solutions de I’&quation 
diffircnticllc (421) ct vbrifiant les conditions aux 
limites, i-quations (4b)-(4e). En outre. ccs fonctions 

propres doivent 2tre orthogonalcs, commc dkmontrtt 
dans la rCfirencc [5]. On rapelle sculement qu’il a ‘et& 
di-fini un produit scalaire sous la m?me forme que le 

n‘cst nul yuc si I;1 matricc dc couplagc [Hv] cst \.\ mi;- 
triquc. 

Pour chaquc valcur proprc /L,~, lcs l’onctionh proprcj 
“i;,,, ( Y,,) dependent de dcux constantcs inconnucs 
XJ,i (0) ct t;;,, (0). hquation (5,). Ccs deux constantcs de 
la couchc j appnrtenant ri la paroi i xont IinCairement 

d2pendantes dus sculcs inconnucs corwspondantcs dc 
la prcmii-rc couchc dc ccttc m&lie paroi i tcllcs quc : 

i= I . . ,Y. j = I. . 01, - I ). (6d) 

L’introduction des expressions dc X,,, (0) ct dc L;,,\ (0). 
avec I’aidc des conditions cxternes. kquation (4b), 

dans les relation (5a). pcrmet d’kcrirc : 

Xl,,> CL,) = 

.Y,l,(O) y,, ,,, cos (WY,,)-z,, ,,< I sin ( LL\-,~) 

PBt, 1 

0 < .Y,, < (J,,, i = I,. . N, j = I,. . II,. (6~) 

De mime, on peut bcrirc : 

Fr,i Lx,,) = X, Ii (O)[ Y,, ,,, 14~~ sin ( wt,) 

-%!, ,,, cos (,c.u<,)~ (hf) 

Oti 

y,, s lir~L,1?,, ii I,, = 53, 

z,, py I,\ - 54, IA - k,,L, I,, 

&chant que Its fonctions proprcs pcuvent etre 
dtterminkes i unc constantc arbitraire multiplicative 

pr&s, on pcut par convention. imposer X, ,,(O) = I, 
Ainsi. pour i = I, on retrouve le cas d’une paroi plant 
unique. Les aulres inconnues X,,, (0) (i = 2,. . IV) 
qui expriment le coup&e sont calculus en r&solvant 
le systime d’kquations (5m) rt:duit c1 I’ordrc (N- I). 

cas d’unc paroi unique. par : 

(*Y,,, L\-,,I* Xd\‘,!)) 

= ;, ,i, Pv [ X,,i (.\-,,)x’,,,(-\-,,) d.\-8,. (621) 
0 

5. SOLUTION DU PROBLEME HOMOGENE 

AUX LIMITES 

Lcs fonctions propres X,,,(.u,,) et X,,,(.Y,,) associt-es li la 

dcux valcurs propres distinctes AL,, et IL, sont ortho- 
gonales vis-i-vis du produit scalaire si clles v&rifient 
la condition d’orthogonalitk : 

Soit la representation des fonctions II,,(.\-,,. /) sous 
formc 

~~,,0,,,f) = c c,(t)x,,,(.y,,) (7a) 
i. I 

(X,,,,(.Y,,). X,,,(.r,,)) = (~,d~‘, (6b) 
solution du probl&mc homogkne aux limites d&i pal 
les i-quations (3). A I‘aide de la relation d’ortho- 

dans laquellc is,, est le symboie dc Kroncckcr ct Ni, go&it& (6b), on dCfinit, commc dans le cas d’une 

I’inti-g-ale dc normalisation. cst : paroi seule [6] : 

la transforniation int&rale 

X,;,\ (.\-,,) d.\-,,. (6~) (I,,&,. l)X,,i G,,) d.x,, (7b) 

On prt-cise toutefois quc pour k # 1. le produit scalaire et la formule d’inversion 
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. (7c) 

En appliquant le couple de la transformation inte- 

grale, defini par les equations (7b) et (7c), aux equa- 
tions (3a) et (4a), on obtient, pour la transformation 
de la temperature ok(t) I’equation differentielle ordi- 

naire 

d&(t) 
7 + Pi% (t) = .Yr(t) Ud) 

Oti 

4’x(d = 1 1 Bi, ,I,,:‘, ~X,,(a,,[p,,(l.,.I) 

- c;i S,(x,,, 0 dx,,. 
1 

(7e) 

La condition initiale gk (0) associee a l’equation (7d) 
est dtterminee en construisant la transformation de la 
condition initiale (3f) conformement S la trans- 
formation (7b). On obtient : 

d’ou la solution de I’equation (7d) verifiant la con- 

dition initiale (7f) : 

i&(t) = exp(-pit) yi+ [ s ‘ri(T)exp(&)dT 0 1 
Ug) 

L’introduction de l’expression de 8;(r) dans la for- 

mule d’inversion (7~) permet alors l’obtention de la 
solution du probleme homogene aux limites, soit : 

‘& ~!,k(~,,) 
IIJ.Y,,, t) = C -N--- exp (-pit) 

k= I i 

yk(z) exp (&) dT 1 . (7h) 

L’expression de la densite de flux 4!,(xi,, t) de ce 
probleme homogene aux limites, s’obtient en rem- 

placant Xijl,(.xii) par F,iA (xii) dans le second membre 
de (7h). 

6. PROCEDURE POUR LE CALCUL DES 

VALEURS PROPRES 

Cette procedure est une extension de celle d&rite 
dans la reference [6]. On utilise en particulier la 
propriete dite PI et le fait que l’introduction d’une 
containte a une interface donnte d’une paroi unique 
multicouches la divise en deux sous-systcme decouples 
(rl) et (B) dont I’equation aux valeurs propres s’ecrit : 

VW 

Dans le probleme couple considere ici, on impose 

cette contrainte a une face interne de la paroi i. Ainsi, 

on considere le systeme (L) form& par : 

-1e sous-systeme (c() contenant l’ensemble des L 

parois coupltes entre elles par leui-s faces internes. Ce 
couplage etant exprimc par la relation (51) et Li I’aide 
de (Sj), d’apres l’equation (50) en remplacant N par 
L, on obtient 

det (Q,(p)) = 0 (8b) 

-le sous-systeme (fi) contenant I’ensemble des 

N-L autres parois soumises chacune a la condition 
(4b) (aveci= (L+l),..., N) sur sa face externe et a 

la contrainte 

X ,,,, (e,,,) = 0, i = (Lf I), . , N (8~) 

sur sa face interne. D’apres la relation (5k) permettant 
de ramener la condition sur chaque face externe a la 

face interne de chaque paroi, et compte tenu de la 
condition (4b), I’equation aux valeurs propres relative 
a chacune des N- L parois decouplees est : 

i= (L+l),....N (84 

car X,,,(o), dans la relation (5k), n’est pas nu] pour 

i = (L.+ l), . . , N. D’apres (8a) et sous reserve que 
1/,(p) # 0 pour i < L, I’tquation aux valeurs propres 
du systeme (L) s’ecrit : 

Soit maintenant le systtme (L+ 1). Le sous-systeme 
(a) contient L+ 1 parois coupltes en ayant enleve la 
contrainte exprimce par l’equation (8~) sur la face 
interne de la (L-t 1)eme paroi. Les N- (L+ 1) parois 
contenues dans le systeme (fl) sont entitrement de- 
couplees. Dans ces conditions. l’equation aux valeurs 

propres du systeme (L + 1) s’ccrit : 

det (%+ I(~L)) C Y,(P) = 0. 
I=/.+2 

(W 

Le rapport entre les deux equations aux valeurs 

propres (8e) et (Xf) pour une valeur positive ;l* du 
parametre p est : 

det PI_+ I (cl*)) 
R,+ I(‘*) = det (Q,J(p*))y,.+ ,(A!*). C3.3 

On applique ensuite la propriett PI [6] au cas con- 
sidtre ici : Si R,, , (p*) est ncgatif, alors le nombre 
I,,, (p*) de valeurs propres n’exckdant pas la valeur 
p*, du systeme (Lfl) est egal au nombre I,,(p*) du 

systeme (L) augmente d’une unite, sinon. le nombre 
de valeurs propres reste inchange. Ainsi, en sup- 
primant les contraintes du m?me type que (8~) sur les 
faces internes une a une, on construit un algorithme 
convenable pour le calcul des racines de l’equation 
transcendante aux valeurs propres, equation (50). 

On note que le nombre de rapports, equation (8g), 
dont il faut tester les signes est egal aux nombre de 
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parois coupkes N moins une unitl:. L,es rapports 
extrirmes sent : 

et 

otidet (!2, (p)) est I’&yuation aux valeurs propres rcla- 
tive 8 la premikre couche ct elle est identique i celle 
d’une paroi lnulticouch~ unique. Pour L = 0 

est identiyue au rapport exGme Rb(p) dans le cas 
d’une paroi unique [6]. 

La prockdure de calcul du nombrc !&*) de valeurs 
propres dans un probEme li 3 parois couplies SC 

r&me comme suit: on initialise le processus de calcul 
avec un nombrc I,,%&*) de valcurs propres cor- 
respondant au cas oti toutes les parois sent d~coupl~cs 
en imposant Its contraintes 

Xi&J,,,) = 7’,(/1) = 0, i = I.. . . , Iv. 

Ce nombre est lui-m$me obtenu en traitant chacunc 

dcs parois st$arCment par application de la procedure 
d&rite dans 161. On itabli ainsi la relation 

I,(/“*) = I ‘1% (p*)+sjR,t/P)’ I (8h) 

.~{R,%,(p*)j dksignant le nombre de signes ndgatifs 
des rapports R,, ,(I&*), equation (83). pour f, = 
1,. . , (N- 1 f ct I,&*) &ant le nombre de valcurs 

propres pour les N parois dCcouplCes : 

est le nombrc de valcurs propres quand les ni couches 
des N parois sent ind~pcndantes~ la valcur de la fonc- 

tion ent (z) cst Ic plus grand entier n’exckdant pas la 
valeur de I’argumenl I de la fonction. et 

Pour chaque paroi i. s{ R:,$(~r*)j dkigne le nombre de 
signe nkgatifs des rapports R~&r*) qui sent les cor- 
respants de R;,($) dans le cas d’unc paroi unique. 

7. SOLUTION DU PROBLEME ORIGINAL 

La solution du problkme original dkfini par les 
kquations (I), s’ohtient ti partir de la dtkomposition 
don&e par I’kquation (2) dans Iaquelle les problkmes 
homogke aux &mites et pseudo-stationnaire sont 

maintenant rt;solus. Ainsi. d I‘aide dc I’kyuation (7g.) 
dans iaquellc lcs valcurs proprcs /)A sunt calculk li 

I‘nidc dc la proct:dure dkritc clans la Section 6 CI de 
I’kquation (A 1 I) Ctablie un anncxc, on krit la solution 
de ce problkmc original. sous unc forme adCyuatc 
pour unc exploitation nimvkique; on :I : 

T,,(.Y,). t) = 7;,,(r) ---.f;(r) 1~ I:l?,n+.\-i,:j~,, 

(9) 

Oli 

J7’r = iV,,(.~,,),X,,~(.Y,,)) 

PA = <Pi,(.%,. T). x,,, (.3-i,) > 

8. CONCLUSION 

Ce travail prkscntc un modkle analytique commode 
et tlkgant mathkmatiquement pour la resolution des 
probkmcs de diffusion thermique non-stationnaire 

dans des plaques mLllticouches d‘cnceintes. Ce mod&le 
prend en comptc les khangcs coupk par conduc- 
tion, convection et rayonnement i l’intkricur de ces 
enceintes. Les hypothkses admiscs son& la stationna- 
ritC dcs coefkients thermophysiques du milieu, la 
lirkarit~ et la rkciprocitk des transfer&s de chalcur. 
Pour Le calcul des valeurs propres du probltmc singu- 
licr de SturtwLiouville assock, il est proposi: une 
prockdurc qui est en fait une extension de celle rela- 

tive B une paroi seule [6], cc qui rend Ic mod& analy- 
tique entikcmcnt Gable. Un cxempfe d’appiication est 
trait& dans la r&f. f7] oti est simult- Ic foncti(~nncmcIit 
d’un four A charge. 
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ANNEXE. SOLUTION OU PROBLEME 
PSEUDO-STATIONNAIRE 

L’equation de diffusion thermique en regime pseudo-sta- 
tionnaire gouv~rnant la dist~bution de temperature S,,(X,,, i) 
dans la couche,j appartenant B la paroi i est : 

V’.s,,(.u,,, I) = 0 (AI) 

r>O, O<.Y,,<C,,, i=l,..., N, j=l,..., n,. 

A cette equation sont associees les conditions 

J,(l,,. 0 = &V,,(j) -s,, (X2,> f)l (AZ) 

aux limites externes en x,, = 0. i = 1,. , iV, t > 0 

.f;,(% 1) = .j;,+ t (0, I) (A3) 

SJe,,, I) = S,,+ , (O,d + S,,(e,, Nhij (A4) 

f&O, i= I ,..., N, j= I . . . . . (Q-1) 

aux limites interfaciales entre les couches j et j+l de la 
paroi i 

en s,,, = e,,,, i= I... .,N, pourt>O 

sur les faces internes des parois, en ayant pose 

.f;, = -&VS,,. 

t’equation (Al) a pour solution 

S,,(x,,, t) = S>,(O* 0-.f;(0? 

avec 

J(t) =.f;,(t). 

(A6) 

Compte term de la condition (A4) et a I’aide de (A@, on 

exprime la temperature sur chaque face interne en fonction 
de celle de la face externe : 
&,ki",> 4 = s,, (0, 0 -"a[) r ; k,/P,, +r,,) -ym, (A7) 

,= I 1 
avec 

ri, = l/h,,. 

La condition aux limites externes (AZ) permet d’ecrire la 
relation (A7) sous la forme 

$,,,te,,, t) = r,,(t) -J(t)& i = I. ‘ , , N (A@ 

dans laquelle 

R, = ? (e,,/,ll,,+r,,-,) et oi r,,) = I/h,,. 
,= I 

En introduisant le second membre de la relation (8) dans 
l’equation (A5), on obtient : 

f;(t) = M-,/Xf)Ri+ T,(f) - T-(01 

i= I,...,N 

ou, en ecriture matricielle : 

WI + MWFl) = MGI (AlO) 
avec [U] : matrice unite d’ordre N, [R] : matrice diagonale 
d’ordre N avec le terme general R,, [HI: matrice car&e 
d’ordre N dont les termes diagonaux sont H,, = Ef= , !I,~ et 
les terme non-diagonaux valent -h,,, [F] : matrice colonne 
dont les termes sont f;(l), [El: matrice colonne avec les 
termes h,,[T‘,:,,(t) - T,(t)], [G] : matricecolonne dont les termes 
sent Z, I UTe,(f) - T,,ff)l. 

Les .t;(t) s.obtiennent en resolvant Ie systeme tineaire 
(AIO). La solution S,,(x,,, rf virifiant I’iquation (Al) et les 
conditions aux limites (A2)-(AS) s’tcrit sous la forme : 

i-1 

+ C (edB,~+r,d . (All) 
is I 1 

TRANSIENT HEAT DIFFUSION IN MULTILAYERED COMPOSITE MEDlA AND 
EIGENVALUE PROBLEM-2. SEVERAL MULTILAYERED WALLS WITH 

COUPLING 

Abstract-The analytical model developed in Part 1 and based on the finite integral transform technique 
and the transfer matrix formalism, is extended to the transient heat diffusion problems in several multi- 
layered walls of enclosures with heat transfer by conduction, convection and radiation. This extension 
requires the stationarity of the coefficients, the linearity and the reciprocity of thermal transfers. For 
the computation of eigenvalues of the singular Sturm-Liouville problem associated to the boundary 
homogeneous problem, we show that the procedure developed in the first paper is adaptable to the present 

approach. 

LOSUNG DES EIGENWERT-PROBLEMS BE1 DER INSTATIONAREN 
WWRMELEITUNG IN EINEM MEHRSCHICHTIG ZUSAMMENGESETZTEN MEDIUM- 

2. MEHRERE GESCHICHTETE, MITEINANDER GEKOPPELTE W;iNDE 

Zusammengassung-Im ersten Teil der Abhandlung wurde ein analytisches Model1 aufgrund der endlichen 
Integraltransformation und dem Formalismus der Transfermatrix entwickelt. Dieses Model1 wird nun 
auf Probleme der instationaren Warmeleitung in mehrfachgeschichteten Wanden eines Hohlraums mit 
Wgrmeleitung, Konvektion und Strahlung ausgedehnt. Diese Ausdehnung erfordert stationare Koeffi- 
zienten sowie eine Linearitat und Umkehrbarkeit des Wlrmetransports. Es wird gezeigt, daO die Berech- 
nung von Eigenwerten des singularen Sturm-Liouvilie-~oblems und des angebundenen homogenen 

Randproblems mit Hilfe des im ersten Teil der Arbeit entwickelten Verfahrens miiglich ist. 
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HECTAL(WOHAPHbIn TEIIJIOIIEPEHOC B MHO~OCJIO~HbIX KOMllO3MTHblX 
CPEHAX M 3AfiA’fA HA COGCTBEHHbIE 3HArlEHMII 2. HECKOJIbKO 

COE~~HEHH~IX MHOrOC~O~HbIX CTEHOK 

Amozu.w-PaspaGo-ramas B WICTM I aHamifwiecKa~ ~onenb, KoTopan ocHoBaHa ~a Me~one KOWBV- 

~01'0 mW?rpanb~oro npeo6pa3osatwi M +OpManY13Me MaTpWqbI nepesoca,pacnpocTpaHneTcn Ha npa- 

MeHeeueKHeCTalIIiOHapHblM 3aAaVaM Te,TJfOI’F2p’ZHOCa BHeCKOnbKHX MHOt'OCJIOi%HbIXCTeHKaX IIOJIOCTeii, 

me TUlJ,O,Wpi?HOC OCy,UeCTBJNZ'C~ TeNIO~POBOAHOCTbH), KOHBeKLVd H B3JlYSeHHeM. &IS PaClIpOCTpa- 

HeHHIl MOLt6SB T&yIoTCR yCnOBItR nOCTOIHCTBaKO~~BUlleHTO9 U JlEiHeiiHOCTiS IQOUeCCOB. nOKa3aH0, 

9~0 npe~o~eHH~~ 8 vacm 1 iwzron MoxceT ~~no~b3oBaT~x mm paweTa co6cmemarx 3Haseml cm- 


