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Résumé—Le modele analytique développé dans la partie 1, basé sur la technique des transformations
intégrales et sur le formalisme des matrices de transfert, est étendu aux problémes de diffusion thermique
non-stationnaire dans plusieurs plaques multicouches formant une enceinte ou se produisent des échanges
couplés par conduction, convection et rayonnement. Cette extension éxige, outre la stationnarité des
coefficients, la linéarité et la réciprocité des transferts thermiques. Pour le calcul des valeurs propres
du probléme singulier de Sturm-Liouville associé au probléme homogéne aux limites résultant de la
décomposition du probléme original. on montre que la procédure décrite dans la partie | est extensible au
cas considére ici.

1. INTRODUCTION

ON ETUDIE la diffusion thermique non-stationnaire
dans des parois multicouches planes d’enceintes,
telles, par exemple, celles des batiments et de fours
de traitement thermique. D’un maniére générale, a
I'intérieur de ces enceintes, se produisent des échanges
couplés par conduction, convection et rayonnement.
Dans le cas des batiments, seul le mode de fonction-
nement en “régulation parfaite” pour laquelle la tem-
pérature de I'air a I'intérieur d’un local est une fonc-
tion connue du temps est considérée ici; la puissance
de chauffage est alors inconnue. Cette puissance, ainsi
que les énergies mises en jeu pourront étre calculées
en fonction des sollicitations externes, des conditions
internes et de la constitution des parois. L air du local
cst suppose parfaitement transparent vis-d-vis du
rayonnement thermique. L’échange de chaleur entre
chaque face interne d’une paroi et 'air ambiant du
local se fait par convection. Par contre les échanges
thermiques cntre parois se font par rayonnement.

Dans le cas des fours, la montée en température de
la source de chaleur peut étre libre ou programmée.
L’évolution de cette température doit étre connue en
fonction du temps et exploitable sous forme analy-
tigue. On pourra de méme alors déterminer la puiss-
ance installée dans ces fours et les énergies mises en
jeu en fonction de la nature des matériaux composites
constituant les parois. Vue la température de fonction-
nement de fours électriques [1], les échanges ther-
miques internes se font essenticllement par rayon-
nement entre les faces internes des parois et entre ces
faces et la source de chaleur,

+ Aussi: Université Paris 6, UFR 23. Tour 66, 75252 Paris
Cedex 03, France.

Parmi les méthodes les plus utilisées pour I'étude
de I'évolution thermique en régime non-stationnaire
dans les batiments, on peut citer la méthode des
differences finies dans laquelle on intégre I'équation de
conduction thermique par discrétisation spatiale et
temporelle, des méthodes trés simplifiées basées sur
le calcul de quelques constantes de temps pour carac-
tériser un batiment et la méthode des facteurs de pon-
dération qui donne des réponses en quelques points
de la structure thermique grice a un produit de con-
volution des sollicitations. Cependant, ces méthodes
peuvent étre lourdes en temps calcul comme il a été
montré dans les références [2-4] ou les auteurs les ont
comparées a la méthode modale. Celle-ci ne nécessite
pas la résolution compléte du probléme, mais fait
appel 4 un nombre d’équations simples et de para-
métres pour décrire un systéme thermique ou inter-
vient le couplage de ces trois modes de transfert.

Dans une publication récente [5], est utilisé une
méthode analytique basée sur la méthode de séparation
des variables pour le traitement du probleéme de diffu-
sion thermique non-stationnaire dans des parois
multicouches linéairement couplées entre-elles. Dans
ce travail, on généralise I'étude présentée dans la réf-
érence [5] en considérant que les conditions aux limites
sur les faces externes et internes de 'enceinte sont
instationnaires ; existence éventuelle des résistances
thermiques interfaciales et des densités volumiques de
chaleur fonctions de Pespace et du temps, est prise
en compte. Par ailleurs, on montre que le modéle
analytique développé dans la réference [6], pour le cas
d’une paroi multicouche unique et gui est basé sur
I'usage du formalisme des matrices de transfert et la
technique de la transformation intégrale finie, peut
étre ¢tendu au probléme de plusieurs parois planes
multiplement couplées. On montre également com-
ment une extension de la procédure développée pour
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NOMENCLATURE i

a, diffusivité thermique dc la jeme couche W, (x;) fonction deéfinie dans I'équation (1)

de la paroi i X () coordonnée d'espace (réduite),
b}, effusivité thermique de la jeme couche de X, = (e Oy ja)'

la paroi i X (x;)  kéme fonction propre dans la
¢y chaleur massique de la jeme couche de la couche jde la paroi /

paroi i 1,.(1)  fonction définic par I"équation (7¢)
C, (1) fonction, équation (7a) - paramétre, Section 6.

épaisscur (réduite), de la jeme
couche de la paroi /,
e, = (efel Ma |/‘U;/)l :
F,(x;) densité de flux associée 4 une
fonction propre
G fonction définie par I'éguation (7f)
h’, (h) conductance surfacique (réduite),
h=hH
H 2 jeh,
I(u*) nombre total de valeurs propres.
¢quation (8h)
nombre total de valeurs propres
quand toutes les parois sont découplées,
équation (81)
Ton{p*) nombre total de valeurs propres des
n,; couches découplées des N parois,
équation (8j)

(‘)I//’ ((’,-/)

1, (%)

n; nombre total de couches de

la parot i
N, norme définie par 'équation (6c)
pi» (pi;)  source volumique de chaleur

(réduite). p, = pieiias P, AT
rapport entre deux équations aux

valeurs propres, Section 6

s{R, (1)} nombre de signes négatifs des
rapports R(;), équation (11a)

S;(x;, 1) température pour le probléme
pseudo-stationnaire

v, (t) temps réel (réduit), t = r'a’ je’]

T;,(T,) température (réduitc) dans la

couche j de la paroi i,

T, = (T, —T)/AT AT’ : écart de

lempérature

température du milicu environnant la

face externe de la paroi

T, température de référence

V,(x;) fonction définic dans I'équation (3f)

R(u*)

(1)

Symboles grecs
(2). (f) deux sous-systémes, Section 6
e effusivité thermique réduite de la jeme
couche de la parot i, b;;/b" |

iif

[y»]  matrice diagonale d’ordre N,
équation (5k)

[[(u.e,)] matrice de transfert d'ordre 2 de
la couche j appartenant a la paroi i,
équation (5d)

[04] matrice diagonale d’ordre N,
¢quation (5j)

0,4x,1) température réduite, solution du
probléme homogene aux limites

7,(0) transformation intégrale de la condition
initiale, définie par I’équation (71)

0.(1) transformation intégrale de la
température définie par 'équation (7h)

2l conductivit¢ thermique de la jeme couche
de la paroi i

W, 1, paramctre valeur propre et k€me valeur

propre respectivement

S (s Mo ()5 2 (0. S (1) coeflicients de
la matrice globale de transfert,
relation (5g)

P, masse volumique de la couche

appartenant a la paroi i

densités de flux réduites des

problémes respectivement original et

homogéne aux limites

(Q(p)) fonction définie par I'équation (5n).

Piyr by

Indices
i indice de parot i, i=1,...,N
i indice de couche /,j = 1,2,....n
k indice de valeur propre et de fonction

propre correspondante, Kk = 1,2,.. ..

le calcul des valeurs propres est possible dans le cas
considéré ici.

2. FORMULATION DU PROBLEME TRAITE

Le probléme qu’on se propose d’¢tudier est celui de
la diffusion thermique non-stationnaire a travers N
parois multicouches planes d’enceintes. On considére
que les équations traduisant les trois modes de trans-
fert couplés par conduction, convection et rayon-

nement sont linéaires. En outre, on suppose quc
I'écoulement de la chaleur est normale aux parois
(probléme unidirectionnel). Chaque paroi / est con-
stituée de #; couches comme le montre la Fig. 1. L’ori-
gine des coordonnées d’espace est variable ct est lice
a chaque couche /. Celle-ci, d’épaisseur ¢;; est homo-
géne et isotrope et ses propriétés thermophysiques p;,,
¢;; et Z;; sont constantes. Les résistances thermiques
interfaciales 1/k]; (h;; étant la conductance de contact
a Pinterface x/, = ¢/, i=1...., Nj=1,.... (n,— 1))
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F1G. 1. Modele de N parois multicouches couplées entre elles.

ct les densités volumiques de chaleur p;(x};, t") sont
prises en compte. L’échange de chaleur entre la face
externe de la paroi i/ et du milieu environnant a
températurc 7,,(z") se fait par lintermédiaire d’un
coefficient constant /. Quant aux échanges de chaleur
a Pintérieur de I'enceinte, ils se font d’une part suivant
une loi linéaire d’échange avec la source a temperature
T(1) (coefficient k), d’autre part, selon un échange
linéaire entre parois (rayonnement linéarisé, co-
efficient A}, i # k). L’équation de continuité de flux
de chaleur, issue de la loi de conservation de ’énergie,
permet d’établir un lien entre les équations de transfert
thermique : conduction dans les parois solides, rayon-
nement linéarisé entre parois et convection entre
parois et fluide. C’est ce lien qui constitue le probléme
couplé, ci-dessous mis en équations. Enfin, le champ
de température dans chaque paroi a 'instant initial
est T7(x;.0) = Wi(x)), pour 0 < xj; < ¢, i=1,...,
N,j=1,..., n. Comme dans [6], 'introduction des
grandeurs adimensionnelles :

_ ay,

T, = (T, =TY/AT, t=—31,

1
’ ’ 12

Xi; <an>

7 .

e\ 4y

€; =

permet une simplification de I’écriture des équations
traduisant le transfert thermique dans I’ensemble des
parois couplées. Ainsi, le champs transitoire de tem-
pérature T,;(x,;, 1) dans la couche j appartenant a la
paroi i est gouverné par ’équation adimensionnelle
de conduction:

0
(:;l‘ T:/(X,-,, H= VZTI/'(XH’ ) +pif(x‘i’ H

t>0, 0<x;<e, i=1,...,N, j=1,...,n

(1a)
A Téquation indéfinie (la), sont associées les con-
ditions

Qalxn, ) = h [T (=T, (x;1. 1]

sur les faces externes de !enceinte en x,, =0,
i=1,...,N,t>0,¢t

(Ib)

(Io)
(1d)

(et = @,;,,(0,0)
Ti/(ei/» t) = Ti/'+ 1(0,0) + (pi/'(eja t)/hij
t>0, , N, ,(n—1)

aux limites interfaciales entre les couches j et j+ 1 de
la paroi i, ainsi que

i=1,.. N, j=1,..
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Pin (X 1) = B[ T, (x4, - 1) =T (1]

* \ D[ T (X 0= T (N o 1]

enx, =¢,. {=1...Npour/>0 (le)

sur les faces internes de I'enceinte ou il cst supposé
que les échanges couplés par conduction, convection
et rayonnement a I'intérieur de cette enceinte restent
linéaires durant I'évolution thermique. Dans les équa-
tions (1b)—(le), la densit¢ de flux cst définie par

P 1) = = VT (X, 0)

ou

b
B = b " (effusivité thermique réduite)
11
et les coeflicients /4 dans les équations (Ib), (1d) et
(1l¢) sont réduits par rapportd H';
n
"o H=")

h= = .
' H’ ¢

La condition inttiale est
T,(x;.0) = Wi(x;)

t=0, 0<x;<e,,

Pour des valcurs particuliéres du parametre /i,
(h,, — o0 ou h, = 0), on obtient a partir de I’équation
(1b) des conditions de premiére ou de deuxiéme espéce
sur les faces externes de I'enceinte. Le cas spécial ou fa
résistance thermique interfaciale 1//,; est nulle entre
couches j et j+ I c’est & dire quand i, — x, équation
(1d), se réduit a une continuité de température

T,e,. ) =T,.,(0.0

>0, i=1..... N, j=1....,(n—1) (lg)

3. DECOMPOSITION DU PROBLEME
ORIGINAL

Comme pour le cas d’un¢ paroi unique multi-
ticouches et pour les mémes raisons évoquées dans la
réféerence [6] (éviter les phénomeénes de Gibbs aux
endroits des discontinuités), on décompose le prob-
leme original, équations (1), en dcux: I'un pseudo-
stationnaire et aux limites non-homogcénes cn
S, (x;, 1), Pautre non-stationnaire homogéne aux
limites en 0,,(x,,. 1), soit :

T,/(.Y,,. )“‘ S' «/~[)+() Vijs ) (2)

La solution du probléme de conduction thermique
en régime pseudo-stationnaire est établi en annexc:
I'introduction de la relation (2) dans les équations (1)
permet d’obtenir les équations du probléme homo-
géne aux limites ci-dessous. Ainsi, I'équation (la)
prend la forme

M. Bouzipi

i[ 0 A 1) = V20,300 0) A+ (. 1

t>0, 0<ux;, <oy i=10..00 N,
sachant que
VS, (x; 0 =0,
Lcs conditions aux limites externes (1b) s’écrivent :
Gi(x;. )= —h, 0., (x). 0
x; =0,

n i=1,.... N pourt > 0. (3b)

Les conditions aux limites interfaciales, ¢équations (1c)
ct (1d) deviennent :

Bolesnt) = B, (0.0 (3¢)
0,(ee1) = 0, 10.0+ b (e B, (3d)
t>0, i=1,.... N, j=1.....0,—1).

Les conditions sur les faces internes des parois de
I'enceinte, équation (l¢), prennent la forme:

G (X0 1) = T30, (. 1)

+ 2_‘ /ZIA [()/u (\m g

ho£i

~ O, (X4 D]

1>0, Xy =¢,. i=1....N (3¢)

Dans les équations (3b)-(3¢), on a posé

(bi/'(xr/- /;//V() I/’ )

Quant a la condition initiale (11), ellc se transforme
en

{)i/(»\'mo) = V[/(-\'f/) = W,/(x,'/)_

=0, 0<x; <ey

Le cas particulier ou A, —
a

o0, ¢quation (3e), s¢ réduit

0. 1) = 0, ,(0.0)
(3g)

Comme dans [6], la solution du probléme homo-
géne aux limites s’obtenant a "aide de la technique de
la transformation intégrale finie passe par celle du
probléme aux valeurs propres associé. Celui-ci est
défini par le systeme d’équations différentielles du
second ordre

VEXI/'(.[L -\.f/) +,“1‘Yr/(.“~ -“r/) =0

O<ux,<e; i=1,....N

il
~
N
o=

auquel sont associées les conditions suivantes :

Folpxp) = =X (exp) v =000 =1 N

sur les faces externes des parois
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E;’(ﬂseij) = F,(1,0)
X.‘j{#s\‘-’u) = X<'+1(ﬂ90)+ﬁj(ﬂ~ e{i);hij

i=1,....N, j=1,....n

i

(4c)
(4d)

aux limites interfaciales entre les couches j et j+ 1 de
la paroi i, et

F‘z’m(#‘ x:’r.‘,) = hii'yin,(lu* f-\',',,l}
N
+ Z hi[{X‘in’(pﬂ xmi) - Kin](ua .Y/,,'}] (40)
f#1
sur les faces internes des parois de 'enceinte. Dans les
équations (4b)—(4e), F;(u4, x,;) est défini par
sz,(ﬂ« X;) = “ﬂijVX{j(uv X

Pour alléger I'écriture, il est intéressant de mettre
(4e) sous une forme matricielle :

[FN} = [H.v]{x‘v}

ou [Fy] et [X,] sont des matrices colonnes 4 N lignes
avec les termes généraux F,, (g, e, ) pour la premiére
et X, (i, ¢;,) pour la derniére ; [Hy] que nous appelons
matrice de couplage entre parois est une matrice carrée
dont le terme général diagonal est

(4

R
H;= Z hyr
f= 1
et les termes non-diagonaux valent —h,; (i 2 /).
Pour [a résolution de ce probléme aux valeurs
propres avec couplage, on va utiliser le formalisme
des matrices de transfert.

4. SOLUTION DU PROBLEME AUX VALEURS
PROPRES

La solution de ce probleme s'obtient en détermi-
nant Péquation aux valeurs propres et les fonctions
propres.

4.1. Equation aux valeurs propres

Les fonctions X, {u, x,) qui résolvent le systéme
d’équations différentielles (4a) ont la méme forme que
celle obtenue pour une paroi multicouches (cas du
probléme plan, m = 0, dans [6]) avec un indice sup-
plémentaire relatif 4 la paroi, soit:

sin (p:5,)
ruﬁ/’i
SN, j=1....n. (53)

Xl x;) = X303, 0) cos (p, x5} = Fi( 1, 0)

O<x;<ey, i=1,..

De méme les F,,(u, x,) prennent la forme
Fiya xy) = F(u, 0) cos (jux;)
+ 1B X (1, 0) sin (px;)

dans laquelle X;(j, 0) et F,{1,0) sont des constantes
a déterminer plus loin. Pour x; = ¢;, les équations
(5a) et (5b) se réduisant a:

(5b)

1275
X, (u x,»] [’x,,-m. O)J
: = [[;(i,€;) : >
[E;‘(‘u' €,-,~) [ l(; i ] I::/(#"O)
i=1...,N, j=1....n (5¢)
avec
cos {pe;) — ———gin (ue;;)
e =| W uf,m e
uBy; sin (pe,) cos (ue;)
(5d)

qui est la matrice de transfert relative & la couche j de
la paroi i.

L’écriture des conditions interfaciales, équations
{4c) et (4d), sous une forme matricielle, se réduit a

Xy (1,0 - Xi(u, e;)
[Ef& (i 0)] B [RU] [[:{j(#v 9;;)} ’

i=1.. N j=1L....(n,—1) (5e)

1 —1h,
wa={y "]

et, compte tenu de (5¢) et (5e), on obtient

Xolmen)] 20 Xols, 0)]
[le(y, c?;,,’):’ - ,U,,, (Ftase)IRy- ] I;Fn(#, UNE

i=1,....,N (56)

ou, par convention, [R;,] est une matrice unité et 'on
pose

5,},“(#) 'f{n,(}‘) !
l:ghr,(/l) xm;(#)] __ilz_ln,- [r"f‘(a“’ e”)][R‘f"“ '}' (Sg)

Les ¢léments de cette matrice globale de transfert rela-
tive 4 la parot { se calculent sans difficulté par récur-
rence {équations (6e)-(6h) de [6]).

A Taide des conditions aux limites sur les faces
externes des parois, équation (4b), la double équation
(5f) s”écrit

Xin‘(il* e:‘n() = {émg(ﬂ) - km?}m‘(“)]xii (ﬁs O)
F‘i’l,«(u’ ein,) = [Cm,(“) _h(tlxim(“)]Xil (ﬂ* 0)

La relation (51} permet de ramener la condition aux
limites sur chaque face externe 4 la face interne de
chaque paroi. En notation matricielle, cette relation
devient :

(5h)
(51)

[Fal = [x}1X0] &)

ou [6y] est une matrice diagonale d’ordre N et [X]
est une matrice colonne 4 N lignes.

A Taide de la relation (5h) écrite en notation matri-
cielle

Xyl = baliXi] (5k)
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ou [;4] est une matrice diagonale, le systéme d’¢qua-
tions (4f) devient:

(Fy] = [Hy][y X (5hH

En retranchant membre a membre (5)) ct (51), on
obtient :

(Q (X ] =10] (5m)
avec

(Qy(1) = ([H[73 1= 04D

Clairement, le syst¢éme d’équations (Sm) admet une
solution non triviale si et seulement si

det (Qy (1)) = 0.

(5n)

(50)

Les valeurs propres du probléme singulier de
Sturm—Liouville, défini par les équations (4), sont les
valeurs g4 pour lesquelles det (Q,(p)) = 0. L'équa-
tion (50) est une équation transcendante qui a un
nombre infini de racines positives. La recherche de ces
racines qui nc peut étre obtenue que numériquement,
est dans doute I'étape la plus délicate de la résolution.
Notons que, plus le nombre de parois augmente. plus
le risque d’accumulation des valcurs propres autour
d’un ou de plusieurs points croit et surtout s’il existe
des parois identiques. Dans ces conditions. les
méthodes numériques conventionnelies n'écartent pas
le danger d’oubi de valeurs propres aux cours de leur
calcul. Pour cela, une technique fiable pour le calcul
de ces valeurs propres sera proposée plus loin.

4.2. Fonctions propres

L’¢quation aux valeurs propres étant mainienant
connue, on peut calculer les fonctions propres
X, (4. x) notées X, (x). solutions de I'équation
différenticlle (4a) ct vérifiant les conditions aux
limites, ¢quations (4b)—(4e). En outre, ces fonctions
propres doivent étre orthogonales, comme démontré
dans la référence [5]. On rapelle sculement qu’il a eté
défini un produit scalaire sous la méme forme que le
cas d’une paroi unique. par:

<X,/A (-Y,,)~ X,//(-\',,)>

v n
= Z Z /&J\ Xop ()X () dx,,. (6a)
[ |

<y
0

Les fonctions propres X, (x;) et X,;(x;,) associées a
deux valcurs propres distinctes g, ct g, sont ortho-
gonales vis-a-vis du produit scalaire si elles vérifient
la condition d’orthogonalité:

<X/,/\(~\'f/)~ X,//(»\’f/ > =N, (6b)

dans laquelle o, est le symbole de Kronecker ¢t N,
I'integrale de normalisation, cst:

Ny = X)), X ()

-3 X/f,,j

On précise toutefois que pour k # /. le produit scalaire

¢

’Xr/z/x (x;) dv,. (6c)

)

M. Botzim

n"est nul que si la matrice de couplage {Hy] est syme-
trigue.

Pour chaque valeur propre g, les fonctions propres
X, (x,) dépendent de deux constantes inconnucs
X (0) et £, (0), equation (5a). Ces deux constantes de
la couche j appartenant a la paroi i sont linéairement
dépendantes des seules inconnues correspondantes de
la premiére couche de cette méme parot / telles que:

[XI,/\(U):|:[;” 1 Hy M][XIM(O)J
F.(0) i i w LE () ’

L’introduction des expressions de X, (0) ¢t de £, (0),
avec I'aide des conditions cxternes. équation (4b),
dans les relation (5a), permet d’écrire

(6d)

Xinlxy) =
X1 (0) [Y,, wcos ()~ 7, (“'\"’/)J
1y,
O<uy, <e; i=1,....N, j=1..., n,. (6¢)
De méme, on peut écrire:
Fox) = X O[Y, ouf,sin (px,)
—Z,; 1 cos (ux;)]  (6f)
ou
Yi w=2%Ss Tty
Zoow =y =Mty e

Sachant que les fonctions propres pcuvent étre
déterminées a unc constante arbitraire multiplicative
prés, on peut par convention, imposer X,,,.(0) = 1.
Ainsi, pour 7 = [, on retrouve le cas d’une paroi planc
unique. Les autres inconnues X;,(0) (i=2,.... N)
qui expriment le couplage sont calculés en résolvant
le systeme d’¢quations (5m) réduit & 'ordre (N —1).

5. SOLUTION DU PROBLEME HOMOGENE
AUX LIMITES

Soit la représentation des fonctions 0;(x,,. £) sous
la forme
Oi(xynt) = Z Col) X lxy) (7a)
A 1
solution du probléme homogéne aux limites défini par
les équations (3). A l'aide de la relation d’ortho-
gonalite (6b), on définit, comme dans le cas d’une
paro1 seule [6]:

la transformation intégrale

0(n=Y%

RV

Z ﬂl/ J: H (}i/('\:l/' I)Xl//\ (X[/) d-x(/ (7b)

)

ct la formule d’inversion
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Z ”j\EXU) 0.(0).

k=1

O(x 1) = (7¢)

En appliquant le couple de la transformation inté-
grale, défini par les équations (7b) et (7¢), aux équa-
tions (3a) et (4a), on obtient, pour la transformation
de la température 0,(¢) ’équation différentielle ordi-
naire

40,
“0 4,0 = (7d)
ou
w0 =3 L8 f X (x,) [p,,(x,,, )

]

Q) ~

— 5 S z)] dx,. (7o)

La condition initiale , (0) associée & I'équation (7d)
est déterminée en construisant la transformation de la
condition initiale (3f) conformement & la trans-
formation (7b). On obtient :

Z Z Bu J U Vzi(xi/)Xi/(-xr‘j) dx;,'

P= 1j=1 0

0.(0) = g, = (70
d’ou la solution de I'équation (7d) vérifiant la con-
dition initiale (7f) :

0. (1) = exp (=11 [w +L yi() exp (ui1) dr}

(72)

L’introduction de I'expression de 8, (7) dans la for-
mule d’inversion (7¢) permet alors 'obtention de la
solution du probléme homogéne aux limites, soit :

I/A( :/)

()l/(ru’ ) Z 7777 exp( AuA t)
/\

k=1

X[GHL J V(1) exp (i) dr]- (7h)

L’expression de la densite de flux ¢,(x;, 1) de ce
probléme homogéne aux limites, s’obtient en rem-
plagant X, (x;,) par F,(x;) dans le second membre
de (7h).

6. PROCEDURE POUR LE CALCUL DES
VALEURS PROPRES

Cette procédure est une extension de celle décrite
dans la référence [6]. On utilise en particulier la
propriété dite P1 et le fait que Pintroduction d’une
containte a une interface donnée d’une paroi unique
multicouches la divise en deux sous-systéme découplés
(20) et (8) dont I'équation aux valeurs propres s’écrit :

K.(Ky(p) = 0. (8a)

Dans le probléme couplé considéré ici, on impose
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cette contrainte d une face interne de la paroi i. Ainsi,
on considére le systéme (L) formé par:

—Ie sous-systéme («) contenant 'ensemble des L
parois couplées entre elles par leurs faces internes. Ce
couplage étant exprimé par la relation (51) et a aide
de (5), d’apres I’équation (50) en remplagant N par
L, on obtient

det (Q,.(1)) =0 (8b)

-—le sous-systéme (f) contenant I’ensemble des
N— L autres parois soumises chacune a la condition
(4b) (avec i = (L+1),..., N) sur sa face externe et a
la contrainte

Xm,(ein,) = 0* l = (L+ 1)3 st N (8C)

sur sa face interne. D’aprés la relation (5k) permettant
de ramener la condition sur chaque face externe a la
face interne de chaque paroi, et compte tenu de la
condition (4b), I’équation aux valeurs propres relative
a chacune des N— L parois découplées est :

7)) = ém,(ll) ”hu:"]m,(#) =

i=(L+1),....N (8d)

car X,,.(0), dans la relation (5k), n’est pas nul pour
i=(L+1),..., N. D’aprés (8a) et sous réserve que
v:(u) # 0 pour i < L, I'équation aux valeurs propres
du systéeme (L) s’écrit :

det @, () [] 7w =0. (8¢)

i= L+
Soit maintenant le systéme (L + 1). Le sous-systéme
(o) contient L+ 1 parois couplées en ayant enlevé la
contrainte exprimée par I'équation (8c) sur la face
interne de la (L+ 1)éme paroi. Les N— (L + 1) parois
contenues dans le systéme (f§) sont entiérement dé-
couplées. Dans ces conditions, 'équation aux valeurs
propres du systéme (L+ 1) s’écrit :
N
det (. (W) 3 () =0. (8f)
i=L+2
Le rapport entre les deux équations aux valeurs
propres (8¢) et (8f) pour une valeur positive g* du
parametre u est:

_ det (Ql+](u ))
R1+I(Au ) det (Q,(,u*) u_+l(/" )

(8g)

On applique ensuite la propriété P1 [6] au cas con-
sidéré ici: Si R;,,(u*) est négatif, alors le nombre
I, (u*) de valeurs propres nexcédant pas la valeur
p*, du systéme (L + 1) est égal au nombre 7, (¢*) du
systéme (L) augmenté d’une unité, sinon, le nombre
de valeurs propres reste inchangé. Ainsi, en sup-
primant les contraintes du méme type que (8c) sur les
faces internes une a une, on construit un algorithme
convenable pour le calcul des racines de I’équation
transcendante aux valeurs propres, équation (50).
On note que le nombre de rapports, équation (8g),
dont il faut tester les signes est égal aux nombre de
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parois couplées N moins une unité. Les rapports
extrémes soni:

det (@, (ﬂ*))

Y
Ra(H) det (Q, (™) ;1*)
ct
¥ = det (Q ,u*))
Ratu det (Q‘ 1(;:*)} (g:*)

oudet (1)) est I'équation aux valeurs propres rela-
tive 4 la premiére couche ct elle est identique a celle
d’une paroi multicouche unique. Pour L =0

_det (g (1))

R (1)

est identique au rapport extréme R, (y) dans le cas
d’une paroi unique [6].

La procédure de calcul du nombre [ (p*) de valeurs
propres dans un probléme a N parois couplées s¢
résume comme suit ; on initialise le processus de calcul
avec un nombre [, (#*) de valeurs propres cor-
respondant au cas ot toutes les parois sont découplées
en imposant les contraintes

Xolew) =p() =0, i=1... N

Ce nombre est lui-méme obtenu en traitant chacunc
des parois séparément par application de la procédure
décrite dans [6]. On établi ainsi la relation

T {u®) = 1, (p*) +5{ Rl 1)) {(8h)
${Ry(u*)} désignant le nombre de signes négatifs
des rapports R, . (#*), équation (8g), pour L=

LN et ,“(;1*) étant le nombre de valeurs
propres pour les N parois découplées:

L (%) = T (p*) +5{R, (")} (8i)

"(*\(“)H;ZI,ZI[ ( H

est le nombre de valeurs propres quand les », couches
des N parois sont indépendantes, la valeur de la fone-
tion ent () est le plus grand entier n’excédant pas la
valeur de 'argument z de la fonction. et

N

PSRV

P

(83)

s{R, (u*)} = (8k)
Pour chaque paroi i, s{ R, (#*)} désigne le nombre de
signe négatifs des rapports R, (u*) qui sont les cor-
respants de R, {u¥*) dans le cas d'une paroi unigue.

7. SOLUTION DU PROBLEME ORIGINAL

La solution du probléme original défini par les
équations (1), s’obtient 4 partir de la décomposition
donnée par 'équation (2) dans laquelle les probléemes
homogéne aux limites ¢t pseudo-stationnaire sont

M. Bouzi

maintenant résolus. Ainsi. 4 Paide de Pequation (7g)
dans laquelle les valcurs propres g, sont calculées a
I'aide de la procédure déerite dans la Section 6 et de
I'équation (A11) établie en anncxe, on éerit la solution
de ce probléme original. sous unc forme adéquate
pour une exploitation numérique ; on i :

T x. 0 = T 0~ ? Vihg+x,iB,

+ Z (Vhy+eyi M "‘( %) exp (— (50
A 1

1=t

X[ywﬁ (e +s) exp (11) dr} 9
y e

ou
G = V3, X vy
Py = <[)i;(xi/s 7). X, ik {(x;0

&
Sy = < - (;TM S[t,-(.\’w Th Xi,ik ('Yl'/)> .

8. CONCLUSION

Ce travail présente un modéle analytique commode
et ¢légant mathématiquement pour la résolution des
problémes de diffusion thermique non-stationnaire
dans des plaques multicouches d’enceintes. Ce modéle
prend en compte les échanges couplés par conduc-
tion, convection et rayonnement a Pintérieur de ces
enceintes. Les hypothéses admiscs sont la stationna-
rité¢ des coefficients thermophysiques du milieu, la
linéarité et la réciprocité des transferts de chaleur.
Pour e calcul des valeurs propres du probléme singu-
lier de Sturm-Liouville associé, il est proposé une
procédure qui est en fait une extension de celle rela-
tive a une paroi seule [6], ce qui rend le modéle analy-
tique enticrement fiable. Un exemple d’application est
traité dans la réf. {7] ou est simulé le fonctionnement
d'un four a charge.
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ANNEXE. SOLUTION DU PROBLEME
PSEUDO-STATIONNAIRE

L'¢quation de diffusion thermique en régime pseudo-sta-
tionnaire gouvernant la distribution de température S;{x;. 1)
dans la couche j appartenant a la paroi fest:

V23S, (x,00) =0 (A1)
120, 0O<x;<e;, i=1L..,N, j=1,...,n.
A cette équation sont associées les conditions
FALCANGIER M ORI TN )] (A2)

aux limites externesen x;; =0,7/=1,...,N, 120
filen ) = £;0.00,0
Site ) = Sy (0,0 +Sile;, /Ay
i=1,... N, j

(A3)
(Ad)

t=0,
aux limites interfaciales entre les couches j et j+1 de la

paroi

N
Jin, = hilSir, = T+ 3. hul[Sin,— Sin )

(AS)
ki
enx, =e,, i=1LlL...,N, pourtz0
sur les faces internes des parois, en ayant posé
.ﬂ; = —ﬁ;;vsig~
L’équation (Al) a pour solution
Xy
Si;(x(;’- n= Sz,‘(O» H—f(H . (A6)

By
avec

S = 1,00,
Compte tenu de la condition (A4) et a 'aide de (A6), on
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exprime la température sur chaque face interne en fonction
de celle de la face externe:

Sin(ems D) = 5,(0,0) —ﬁ(t)[ z (e,;,-/ﬁwn,)*rm} (AT)

avec
ry = 1jhy;

La condition aux limites externes (A2) permet d'écrire la
refation (A7) sous la forme

Sulens 1) = TLD—FDR, i=1.. N (A8

dans laquelle
i
R; = Z (eg/Biy+rij-1) etolrgy = 1/h,
j=1

En introduisant le second membre de la relation (8) dans
I'’équation (A5), on obtient :

S = hi = OR+ T () - T{D)]

+ 2 b —fORALDRT A~ Tu(n]. (A9

ki
i=1..., N
ou, en écriture matricielle ;
([U]+ [R]H][F]) = [E]{G] (A10)

avec [U]: matrice unité d’ordre N, [R]: matrice diagonale
d’ordre N avec le terme général R, [H]: matrice carrée
d’ordre N dont les termes diagonaux sont H, = L¥_, h, et
les terme non-diagonaux valent — A, [F]: matrice colonne
dont les termes sont f£{#), {E]: matrice colonne avec les
termes 4,[7,.(1) — T.()]. [G] : matrice colonne dont les termes
sont L, A To(0) — T(D].

Les f() s‘obtiennent en résolvant le systéme linéaire
{A10). La solution S;{x;, ) vérifiant 'équation (Al) et les
conditions aux limites (A2)-(AS) s’écrit sous la forme:

Sylxi 1) = TN —fi(0) [xu'/ﬁi/ + Ay

it
+ Z (eik/ﬂik+rik):|' (A1)
“=h

TRANSIENT HEAT DIFFUSION IN MULTILAYERED COMPOSITE MEDIA AND
EIGENVALUE PROBLEM—2. SEVERAL MULTILAYERED WALLS WITH
COUPLING

Abstract—The analytical model developed in Part | and based on the finite integral transform technique

and the transfer matrix formalism, is extended to the transient heat diffusion problems in several multi-

layered walls of enclosures with heat transfer by conduction, convection and radiation. This extension

requires the stationarity of the coefficients, the linearity and the reciprocity of thermal transfers. For

the computation of eigenvalues of the singular Sturm-Liouville problem associated to the boundary

homogeneous problem, we show that the procedure developed in the first paper is adaptable to the present
approach.

LOSUNG DES EIGENWERT-PROBLEMS BEI DER INSTATIONAREN
WARMELEITUNG IN EINEM MEHRSCHICHTIG ZUSAMMENGESETZTEN MEDIUM—
2. MEHRERE GESCHICHTETE, MITEINANDER GEKOPPELTE WANDE

Zusammengassung—Im ersten Teil der Abhandlung wurde ein analytisches Modell aufgrund der endlichen
Integraltransformation und dem Formalismus der Transfermatrix entwickelt. Dieses Modell wird nun
auf Probleme der instationiiren Wérmeleitung in mehrfachgeschichteten Winden eines Hohlraums mit
Wiirmeleitung, Konvektion und Strahlung ausgedehnt. Diese Ausdehnung erfordert stationdre Koeffi-
zienten sowie eine Linearitit und Umkehrbarkeit des Wirmetransports. Es wird gezeigt, daB die Berech-
nung von Eigenwerten des singuliren Sturm-Liocuville-Problems und des angebundenen homogenen
Randproblems mit Hilfe des im ersten Teil der Arbeit entwickelten Verfahrens méglich ist.
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HECTALIMOHAPHbBI# TEITIOMEPEHOC B MHOT'OCJIOWHBIX KOMITO3UTHbIX
CPEJAX W 3AJJAYA HA COBCTBEHHBIE 3HAYEHU S —2. HECKOJIBKO
COEAMHEHHBIX MHOI'OCIOWHBIX CTEHOK

Amnoraums—Pazpaborandas B yacTH | aHAJAHTHYECKAS MOJENb, KOTOPAas OCHOBAHA HA METONE KOHed-
HOT'O MHTErpajLHOro mpeobpazoBanus M GopMaIH3IMe MATPHIE TIePeHOCA, PACHPOCTPAHAETCA HA NPH-
MEHEHHE K HECTAIIMOHAPHBIM 3a1a4aM TEILUIONEPEHOCA B HECKONIBKHX MHOTOCIOHHBIX CTEHKax monoctei,
rZIe TEeNUIONEPEHOC OCYIIECTRASETCS TEIIONPOBOLHOCTRIO, KOHBEKUHeH u u3myuenem. [lns pacnpocrpa-
HeHus Moaems TpebyioTes ycnoBus nocTosHeTea koxdduimenToB ¥ nuEeHnOCTH Npoueccos. Tloxasano,
YTO NPEATONCHHBIN B 4aCTH | METOM MOXET HCTIONB30BATECH JUIS PAcyeTa COBCTBEHHBIX 3HAMEHHHA CUH-
ryssipHoit 3agauu Htypma-Jinysuiiis, CBA3aHHOM C rpaHK4HOH OAHOPOAHOH 3aa4eH.



